Monotone Approximationen durch die Stirlingsche Formel

Wir beginnen mit einem einfachen Beweis einer schwachen Form von Stir-
lings Formel fiir n!:

ene™™ < n! < entlZem,

Genauer zeigen wir, dass die Folge a,, := n!/(n™e~") monoton wachsend ist
und b, :=n!/(n"T/2e=") monoton fallend, also e = a; < a,, b, < b = e.

Im Beweis verwenden wir die Ungleichungen
(I+xz/n)" < € < (14+z/n)"t%/2 >0, speziell z = 1,

deren linke aus log(1 + y) < y mit y = x/n folgt . Die rechte Ungleichung
folgt aus log(1 + y) > y/(1 + y/2) — dies ist wahr bei y = 0 und folgt fiir
y > 0, weil fiir die Ableitungen die entsprechende Ungleichung gilt:

/(1 +y) >1/(1+y/2) = (y/2)/(1 +y/2)* =1/(1 +y/2)*.
Damit wird der Monotoniebeweis sehr kurz:
Aus den Quotienten a,/a,+1 bzw. b, /b,11 148t sich ein Faktor (n + 1)
kiirzen und es bleibt wegen der Ungleichungen fiir die Exponentialfunktion
an__ (41/m" (L+1/n)" 2 by,
An+1 e N e bni1

q.e.d.

Es ist wiinschenswert, die untere Abschitzung so zu verbessern, dass der

Quotient aus der oberen und der unteren Abschatzung gegen eine Konstante

konvergiert. Tatsichlich fithrt der nichste Korrekturfaktor e'/™" in der

asymptotischen Stirling Formel wieder zu einer monoton wachsenden Folge

Cn i=n!/(n"T1/2e7el/127) und ¢; < ¢, liefert die bessere Ungleichung
el1/12 p(n+1/2) g—n1/12n n!, mit ¢ = el1/12 ~ 2 5000.

Wegen der Monotonie der Folgen und ¢, < b, < ¢,e'/1?" sind diese kon-

vergent mit demselben Grenzwert, also ¢,, < lim,, ¢,, =: Soc = lim,, b,, < b,,
und das bedeutet (mit: n =4 = 2.5065 = ¢4 < S < by = 2.559):

S -n"t/2e m <l < § . pntl/2)enel/12n

Wir werden S, = V271 =~ 2.506628 finden, die Folge ¢,, wachst also nur um
drei Promille und ab n = 4 nur noch um den Faktor S, /c4 ~ 1.000052!

V2m-n /27" & pl ist die bekannteste Approximation von n!. Tatséchlich
ist es eine untere Schranke, die durch Multiplikation mit e'/1?" zu einer
oberen Schranke wird, also um weniger als diesen Faktor falsch ist.




Zum Beweis fiir die wachsende Monotonie von {c¢, } bendtigen wir
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und das folgt bei x = 1 aus folgender Ungleichung fiir die Exponentialfunk-

tion
x 3
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Diese ist aquivalent zu der entsprechenden Abschatzung des Logarithmus,
namlich (wéhle y = z/n):

y ° __Y v
og(l +4) = (1+%)+12(1+%)(1+y)_(H%)'(HM)'

Diese Ungleichung ist wahr, weil wir fiir die Ableitungen haben

1 1 y? y  2y(1+y)—y?
T+y) = <1+%>2'(”12<1+y>)+<1+%>' 12(1+ y)?
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In der Stirlingschen asymptotischen Entwicklung fiir n! ist der nachste
Korrekturfaktor e=1/3607”  Wenn auch diese Korrektur zu einer monotonen
Folge fithren wiirde, wiirden die jetzt schon erstaunlich engen Schranken
noch erheblich weiter zusammen riicken. Der Induktionsbeweis dafiir, dass

dp = n!/(n("+1/2)6_n61/12”6_1/360"3) monoton fallend

ist, beginnt wie eben mit d,, /d,,+1 und bendtigt dann eine verbesserte Ab-
schétzung der Exponentialfunktion (die fiir z = 1 benutzt wird), ndmlich
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Aquivalent dazu ist die Logarithmusabschitzung (wieder mit y = x/n)
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Es genitigt, fiir die Ableitungen die entsprechende Ungleichung zu zeigen,
also:
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Dies ist aquivalent zu
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und weiter aquivalent zu der fiir 0 < y offensichtlich richtigen Ungleichung

0> 15(1+y)2— B+3y+y2)(1+y) — 1+ 2)(12+ 18y + 122 + 3y%)

2
3
2

= (15 — 25)y® — 10y — —y*. q.e.d.

Damit ist d,, > d,+1 bewiesen, wir geben noch numerische Werte an:

-

1

n! < dy -n("+1/2)e_n61/12”e_1/360"3, d; = e +350) a2 2.5079.
24e* —1/48+1/23040
2.50662827 ~ S < d,, < d4y = Ee ~ 2.506630 .

=
N

Der Quotient der oberen und der unteren Abschitzung ist (fiir n > 4) bis

2.506630
auf Korrekturfaktoren < 5=0ados ~ 1.0000008 konstant!




Eine Zufallsgrofie P heifit Poisson verteilt, wenn gilt.
Prob(P =k) = Z-e™.

Fiir Erwartungswert und Varianz gilt E(P) = A\, 02 = .

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die ZufallsgroBe Gy := (P — \)/V/\
fiir grole A (0,1)-normalverteilt. Wir rechnen das mit Hilfe der Stirlingschen
Formel nach und finden So, = /27 aus dem Normierungsintegral der Gaufl-
Verteilung. Abkiirzung: ky = (k — \)/V/\.
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Die Summationsvariable ky dndert sich gerade in Schritten der GroBe 1/v/X
und wir wollen den Grenziibergang A — oo ausfiihren; daher konnen wir
die Summe als Riemannsumme eines Integrals auffassen. Dabei ersetzen wir
noch die Summationsvariable k) durch die Integrationsvariable x. Damit
haben wir die Hauptarbeit erledigt und bisher erreicht:

1 b " Ly VA
Prob(a < Gy <b) =~ S_/ dx ((1 + ﬁ)—(:::+er A) .ew> :

Nun benutzen wir

lim (1+ Y™ =1, lim (1+ 2)™"™ = exp(—a?)
T

r—00 r r—00
und eine zunéchst fremd aussehende Ungleichung (mit r > 1 > x)

exp(-2) < ((1+ ) e77) <exp(- T +2), (o)



die aber dquivalent zu einer einfachen Taylorabschatzung fiir den Logarith-
mus ist, namlich zu

(o) liefert

und deshalb

X 1 \/_ \/X —x
hm ((1—|— —)_(x—i_ﬁ_k )\) .em) :eXp(T)

VA0 VA
Damit ist
1 b g2
i <Gy<b)=— —
>\11—>Holo Prob(a < Gy <b) 5 /a dx exp( 5 )

bewiesen. Erstens bestatigt das den zentralen Grenzwertsatz am Beispiel
der Poisson-Verteilung, vor allem aber folgt fiir die Stirling Formel:

+o0 —x2
Soo = / dxexp(T) = /2r.

— o0



