Differentialformen fiir die Thermodynamik

(Bitte den Text iiber Kettenregel und Koordinatenfunktionen zuerst lesen.)
Normaler Weise bevorzugen wir bis einschliellich Dimension 3 die Vektor-
analysis vor den Differentialformen, weil die Vektoranalysis die anschau-
lichere Beschreibung des mehrdimensionalen Integrierens und Differenzie-
rens ist und weil die Differentialformen erst ab Dimension 4 ihre Vorteile
zeigen. Daher muf} zuerst die Frage beantwortet werden:

Warum tauchen in der dreidimensionalen Thermodynamik die Differential-
formen tiberhaupt auf?

Die Vektoranalysis lebt davon, dass wir den R3 nicht nur als Vektorraum,
sondern als Euklidischen Raum, mit Skalarprodukt, zur Verfiigung haben. In
der Thermodynamik gibt es jedoch kein Skalarprodukt, das eine physikali-
sche Bedeutung hat. Deshalb konnen Kurvenintegrale nicht Integranden
haben, die Skalarprodukt aus einem Vektorfeld mit dem Tangentialvek-
tor der Kurve sind (wie bei der einfachsten Formulierung des Stokeschen
Satzes). Man mufl daher lernen, die Ableitung von Funktionen und deren
Anwendung auf Tangentialvektoren von Kurven (in der Kettenregel) ohne
ein bequemes Skalarprodukt zu beschreiben. Dazu dienen die Differential-
formen. Von deren Maschinerie benotigen wir nur einen sehr kleinen Teil,
weil wir in der Thermodynamik nur an Dimension 3 interessiert sind (und
zwar nicht, weil wir im R3 leben, sondern weil ein kanonisches Ensemble
durch drei Funktionen, z.B. T, V, N, spezifiziert ist).

Wir setzen unser Beispiel fort, in dem Koordinatenfunktionen x1, x5 usw.
mit Hilfe von Landkarten gewahlt worden sind. Eine Kurve wird dadurch
gegeben, dass wir die Koordinaten der Kurvenpunkte als Funktionen eines
Kurvenparameters angeben: x; = z1(t), x2 = x2(t). Das gilt dann auch
fiir alle anderen Koordinatenfunktionen x; = z;(t), und da diese auch be-
kannte Funktionen von einander sind, z; = x;(21,z2) usw., so kennen wir
die Darstellung der Kurve in allen Systemen, z.B. z;(t) = x;(x1(t), z2(t)).
Natiirlich geben Sie die Tangentialvektoren so gegebener Kurven mit Hilfe
der Ableitungen der darstellenden Funktionen an:
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(z7(t),25(t)) und z%(t) = e zy(t) + s xo(t), j #1,2.

Fir Kurven haben wir die Koordinaten als Funktionen eines Kurvenpara-
meters spezifiziert. Umgekehrt spezifizieren wir Funktionen, indem wir die



Funktionswerte als Funktionen der Koordinaten berechnen: f = f(x1,x2).
Insbesondere sind alle Koordinatenfunktionen solche Funktionen.

Dann ist klar, wie Funktionen lings Kurven, also f(t) = f(z1(t), x2(t)), zu

differenzieren sind:
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Natiirlich ist niemand im Zweifel dariiber, dass im System mit den Koor-
dinatenfunktionen 1, xo die Ableitung von f durch ( amfl, gxfg ) beschrieben
wird, und der Tangentialvektor der Kurve durch () (t),2z5(t)). Dariiber
hinaus ist es jedoch aufferordentlich zweckmdfsig, einen Kalkul zu haben, in
dem man die Ableitungen von Funktionen und Kurven ausdricken kann,

ohne die gerade bevorzugten Koordinaten erwahnen zu missen.

ry(t) + 5

Dafiir haben sich folgende Konventionen durchgesetzt:
Ein Funktionssymbol f darf so verwendet werden, dass man f(x1,2z2) und
ebenso f(xs,x4) usw. schreiben darf. Als Rechenvorschrift bedeutet dabei
f jedesmal etwas anderes, ndmlich, wenn (x1, z2) und (x3,x4) Zahlenpaare
sind, die denselben Punkt (in verschiedenen Koordinaten) beschreiben, dann
sollen die beiden Rechenvorschriften

(r1,x2) — f(z1,22) und (z3,24) — f(T3,24)

denselben Wert ergeben.
Das Symbol ¢ fiir eine Kurve, ¢(t) fiir einen Kurvenpunkt, bezeichnet in
jedem Koordinatensystem die dort zu verwendenden Darstellungen,
(z1(2), 22(t)), (23(t),24(t)) usw.
Mit diesen Verabredungen liefert f(c(t)) zu jedem Kurvenparameter ¢ den

Wert f der Funktion an dem betreffenden Kurvenpunkt, d.h., f(c(t)) darf
als Symbol benutzt werden ohne das Koordinatensystem anzugeben.

Diese Verabredungen miissen nun auf die Ableitungen von Kurven und
Funktionen ausgedehnt werden. Bei den Kurven kann man das selber raten:
c'(t) bezeichnet den Tangentialvektor im Kurvenpunkt ¢(¢). Dabei bedeutet
c(t) in jedem Koordinatensystem die Ableitung der Koordinatenfunktio-
nen, die die Kurve spezifizieren, also

d(t) bedeutet (x](t), x5(t)), bzw (x5(t), z,(t)), usw.
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Die hier auftretende Matrix ist die Jacobi-Matrix des Koordinatenwech-
sels.

Die Ableitung der Funktion f beschreibt man mit dem Symbol df. Es hat
viele Namen: Ableitung von f oder Differential von f oder totales Diffe-
rential von f oder auflere Ableitung von f . Es wird so verwendet:

(foc)(t)=df -c'(t) =dflew) - () = dfery (' () = df (¢ (1))

Wieder bedeutet df als Rechenvorschrift in jedem Koordinatensystem etwas
anderes, aber so, dass der Wert von (foc)’(t) in allen Systemen derselbe ist.
Natiirlich gelten diese Verabredungen auch fiir alle Koordinatenfunktionen,
z.B. ist dz; - ¢/(t) = x,(t). Deshalb liefert die Kettenregel:

dfzg—xfl-dxl—kaa—ai-dxg, df-c’(t):ﬁ~x’1(t)+§—a{2-x’2(t).

Beachten Sie, dass man diese Formeln nur hinschreiben kann, weil man
die Koordinaten als Funktionen betrachtet. Genau wie in der Mathematik
treten auch in der Thermodynamik noch etwas allgemeinere Objekte auf,
die sogenannten Differentialformen (vom Grad 1). Der Name kommt daher,
dass sie aussehen wie Differentiale von Funktionen, aber das nicht immer
sind. Fiir zwei beliebige Funktionen gi, go definiere in einem Koordinaten-
system (und damit in allen):

w = g1dxr1 + godxs.

Ware w das Differential einer Funktion f, so miifite wegen der Symmetrie
der gemischten zweiten partiellen Ableitungen gelten:
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(Integrierbarkeitsbedingung fiir w).

Diese Integrierbarkeitsbedingungen sind daher immer erfiillt, wenn man
weif}, dass eine Differentialform tatséchlich sogar (totales) Differential einer
Funktion ist. In der Thermodynamik heiflen diese Integrierbarkeitsbedin-
gungen Mazwell Relationen.

Kurvenintegrale von Differentialformen
Die Differentialformen sind nun das Werkzeug, das erlaubt, ohne die Hilfe



von Skalarprodukten, Kurvenintegrale zu definieren und Integralsatze zu
formulieren und zu beweisen. Mit den Darstellungen in einem Koordi-
natensystem werden die neuen Begriffe auf schon bekannten Definitionen
aufgebaut. Ihre Leistungsfahigkeit konnen sie jedoch nur entfalten, weil
sie tatsachlich Begiffe definieren, die unabhangig vom Koordinatensystem
sind.

Definition des Integrals einer Differentialform w ldngs einer Kurve ¢ (zweite
Zeile mit Koordinatenfunktionen 1, x):

to
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Diese Integrale sind nicht nur unabhangig vom Koordinatensystem, sie
andern ihre Werte auch nicht, wenn die Kurven anders parametrisiert wer-
den. Daher kann man sich in der Thermodynamik aussuchen, ob man eine
Differentialform w = T'dS in den gelaufigen V, P-Koordinaten oder lieber
in S, T-Koordinaten integrieren will! Und, falls die Integrierbarkeitsbedin-
gungen erfiillt sind, dann sind diese Kurvenintegrale auch noch unempfind-
lich gegeniiber Variationen der Kurve ¢ mit festen Endpunkten. Daher
kann man mit diesen Kurvenintegralen Stammfunktionen f einer Differen-

tialform w definieren, wenn diese die Integrierbarkeitsbedingungen erfiillt.
(Stammfunktion f bedeutet: df = w.)

Integranden fiir zweidimensionale Integrationen
Als nachstes ist es wichtig, Integranden fiir zweidimensionale Integrationen
zu erfinden, die ebenso gute Eigenschaften fiir Flachenintegrale ergeben,
wie wir es eben mit den Differentialformen als Integranden von Kurvenin-
tegralen gesehen haben.
Wir beginnen mit dem Kurvenintegral einer Differentialform w und variieren
die Kurve so, dass eine Flache tiberstrichen wird. Mit dem eindimensionalen
Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung konnen wir die Differenz
von zweien dieser Kurvenintegrale als zweidimensionales Integral schreiben.
Schliefit man noch eine eindimensionale partielle Integration an, so hat das
zweidimensionale Integral bemerkenswerte Eigenschaften:
1. Der Integrand héngt nur von ersten Ableitungen von w ab. Daher ist das
erhaltene Integral ein Vorbild fiir Integralsatze.



2. Das zweidimensionale Integral ist von der Parametrisierung der von
den Kurven tiberstrichenen Flache unabhangig, daher zeigt es, welche Form
Flachenintegrale haben miissen. (Kein physikalisch interessantes Flachenin-
tegral hangt von der Flachenparametrisierung ab!)

3. Der aus Ableitungen von w gebildete Integrand eines Flachenintegrals
zeigt, wie man Differentialformen vom Grad 1 unabhdngig vom Koordinaten-
system differenzieren kann. Das liefert die Definition der &ufleren Ableitung
dw von w (und zwar immer weiter ohne die Hilfe von Skalarprodukten).

Nun zu den Einzelheiten. Wir beginnen mit einer differenzierbaren Schar
von Kurven ¢t — ¢(s,t). Hier ist ¢ der Kurvenparameter fiir die Kurven-
integrale der Differentialform w und s heiit Deformationsparameter der
Kurvenschar. Wir nehmen an, dass die Kurven feste Endpunkte haben,
etwa
Vs c(s,tg) =p, c(s,t1) =q.

Wir beschreiben die Differenz von Kurvenintegralen mit einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion F':

F(s) := /C(S")w — /c(o,.) w, F(s)= /05 F'(s)ds.

Die Ableitung F’(s) kann durch Differentiation unter dem t-Integral berech-
net werden:

g qn 9
F (S) = %—/t <w’c(s,t) ) &C(&ﬂ) dt

oo 0 o 0
- /to ((£w|c(s,t)) ’ ac(syt) + w‘c(s,t) . %aC(S,t)) dt.

In diesem Ausdruck fiir F’(s) stort uns der zweite Summand im Inte-
granden, erstens, weil wir lieber nur Ableitungen von w héatten und zweit-
ens, weil von der von den Kurven tiberstrichenen Flache (s,t) — c(s,t) nicht

nur Tangentialvektoren sondern auch zweite Ableitungen %%c auftreten.



Dieser Mangel kann behoben werden, weil fiir ¢ =ty und ¢t = t; gilt:
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Dies letzte Integral wird von [ F’(s)ds abgezogen und ergibt

0 0 0
31 / / < c(s t)) &C(S t) (§w|c(s’t)) . %C(S,t)> dt ds.

Die oben angefiihrten Mangel haben sich also beseitigen lassen und das
FErgebnis ist erstaunlich:

Erstens wird die Differenz von zwei Kurvenintegralen von w durch ein zwei-
dimensionales Integral ausgedriickt, das nur Ableitungen von w im Inte-
granden hat und daher schon einmal so aussieht wie eine Verallgemeinerung
des Hauptsatzes der Differential - und Integralrechnung (Satz von Stokes).
Zweitens hangt dies zweidimensionale Integral offensichtlich nicht von der
Parametrisierung des iiberstrichenen Flachenstiickes ab, weil sein Wert ja
gleich der Differenz von zwei parametrisierungsunabhangigen Kurveninte-
gralen ist.

Wir miissen nur noch die vorkommenden Ableitungen von w in einem Koor-
dinatensystem hinschreiben, damit dieses Integral ein bekannteres Aussehen
bekommt.

Die Kurvenschar ¢(s,t) wird in einem Koordinatensystem représentiert als
(x1(s,t),x2(s,t)) und die Differentialform w| 1angs des Flachenstiickes durch

Wle(s,t) = g1(x1(8, 1), x2(8,t))dw1 + go(T1(8,1), T2(5,1))d22.

Nun kann man unseren Integranden durch Ausfithren der partiellen Dif-
ferentiation in diesem Koordinatensystem berechnen. Die Terme in denen



nur partielle Ableitungen von z; vorkommen, oder nur solche von x5, fallen
wegen des Minuszeichens heraus, iibrig bleibt:
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In dem letzten Integral sind die Beitrage, die von w kommen und die, die
von ¢ kommen, iibersichtlich getrennt. Z.B. sieht man sofort, dass das
Integral null ist, wenn w die Integrierbarkeitsbedingungen erfiillt. Ferner
siecht man, dass die Ableitungen von w nur in der schiefsymmetrischen
Form (g—g; — g—gi) vorkommen. Das hat die Koordinatenunabhéngigkeit
dieser Differenz zur Folge, weil die storenden zweiten Ableitungen des Ko-
ordinatenwechsels sich herausheben. Schliellich sieht man, dass die Tan-
gentialvektoren gc, 5 ebenfalls schiefsymmetrisch vorkommen (Vorzeichen-
wechsel beim Vertauschen). Das ist fiir die Unabhéngigkeit des zweidimen-
sionalen Integrals von der Parametrisierung der Flache verantwortlich, weil
dadurch beim Koordinatenwechsel die Funktionaldeterminante der Repa-
rametrisierung ins Spiel kommt, die man im Integral fiir die Anwendung
der Substitutionsregel braucht. Es ist nicht Ziel dieses Uberblicks, alle
diese Eigenschaften zu beweisen. Es ging darum, zu zeigen, wie die Er-
fordernisse der zweidimensionalen Integralrechnung (beim Fehlen von hilf-
reichen Skalarprodukten) zu den schiefsymmetrischen Bildungen fiihren,
die charakteristisch fiir die Differentialformen und ihre (koordinatenun-
abhéangige) duflere Ableitung sind. Ich will nur noch die dieses Kapitel
abschliefenden Definitionen angeben.

Fir zwei 1-Formen w, pu definieren wir ihr schiefsymmetrisches Produkt
(oder: Dachprodukt, oder: dufleres Produkt) durch

w A p(0, W) := w(?) - p(w) — w(W) - p(7).
Hieraus folgt df A df = 0. Damit schreibt sich unser letztes Integral so:
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Und der von w abhangige Teil ist die fur die Integralrechnung relevante
Ableitung dw von w, ausgedriickt im Koordinatensystem x1, xo also:

w = g1dx1 + godxo = dw :=dgi N\ dx1 + dgs A dxs.

- 992 dg1
—(axl 8x2)<dl’1 /\dxg).



