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Ubersicht. Adele Shimura-Var Siegel-Fall Allg. Sh.-Var.

Adele: Definition

Ring der Adele
A=Rx H (QplZp)

p Primzahl

Ring der endlichen Adele

ar= ] (@lz)=Zcz0Q

p Primzahl

Haben Diagonaleinbettung Q@ — A.
Analog fiir £/Q Zahlkérper: Ag, Ag r.
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Af-wertige Punkte einer alg. Gruppe

Sei G eine algebraische Gruppe iiber Q. Versehen G(Af) mit
Topologie wie folgt:

Wihle Einbettung G — GLp und setze
G(Z¢) = G(Q¢) N GLN(Zy).

Dann ist
680 = [1(6(@)I6(Z0)),

und diese Darstellung liefert Topologie auf G(Af), unabhingig von
der Einbettung G — GLy.
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Kongruenzuntergruppen

G/Q reduktive alg. Gruppe, G — GL, Einbettung.
I(N)=G(Q)N{g € GLn(Z); g =E, mod N}

Definition

Eine Kongruenzuntergruppe I C G(Q) ist eine Untergruppe, die

ein [(N) als Untergruppe von endlichem Index enthilt:

F(N)CT c G(Q).

Satz

Die Kongruenzuntergruppen von G(Q) sind genau die
Untergruppen der Form K N G(Q), wo K C G(Af) kompakt offen.
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Starke Approximation

Theorem

Sei G/Q eine halbeinfache, einfach zusammenh&ngende
algebraische Gruppe von nicht-kompaktem Typ. Dann ist G(Q)
dicht in G(Ar).
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Reelle Approximation, Hasse-Prinzip

Theorem

Sei G eine zusammenhingende algebraische Gruppe iiber Q. Dann
ist G(Q) dicht in G(R).

Theorem

Sei G/Q eine einfach zusammenhéngende halbeinfache
algebraische Gruppe. Dann erfiillt G das Hasse-Prinzip, d. h. die
Abbildung

H(@6) — [ H'Q.Go,) = H'(R, Ga)
vePI(Q)

ist injektiv.
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Ziel

Verallgemeinerung der Ergebnisse fiir Modulkurven M\H

Insbesondere: Modell iiber Zahlkdrper
Darum (und/bzw. um geeignete I's zu produzieren) starten wir
mit reduktiver algebraische Gruppe iiber Q.
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Shimura-Daten

Definition

Ein Shimura-Datum ist ein Paar (G, X), bestehend aus einer

reduktiven algebraischen Gruppe G iiber Q und einer

G(R)-Konjugationsklasse von Homomorphismen h: S — Gg, so

dass gilt:

SV1 Fiir alle h € X ist Lie(Gr) vom Typ (—1,1),(0,0), (1, —1).

SV2 Die Involution inth(i) ist eine Cartan-Involution von G&¢.

SV3 G2 hat keinen iiber Q definierten Faktor H, so dass H(R)
kompakt ist.
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Beispiel: G = GL,
Beispiel
Sei G = Gl g, und sei X die GLy(R)-Konjugationsklasse von
—b a

ho: S — Glag, a+ib>—»( a b>A

Haben Bijektion

X = PYC)\PYR), ghog * — gi.




Satz

Sei (G, X) ein Shimura-Datum. Dann trigt X eine

eind. best. Struktur einer kpl. Mf., so dass fiir jede Darstellung
p: Gg — GL(V) die Familie (V,p o h)nex eine holom. Familie
von HS ist.

Fiir diese kpl. Struktur ist jede solche Familie sogar eine Variation
von HS. Insbes. ist X eine end|. disj. Vereinigung hermitesch
symmetrischer Bereiche.

Definition
K C G(Af) kompakt, offen.

Shk (G, X)(C) = G(Q)\X x G(Ar)/K

Alternative Beschreibung
Ist X = G(R)/Kx, so

Shi(G, X)(C) = G(Q\G(A)/KKx
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Satz
Sei 6 C G(Af) ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen
G(Q)+\G(Ar)/K.
Sei X+t eine Zusammenhangskomponente von X.
Dann
GQ\X x G(An)/K = T re\x™,
gEC
wobei [y = gKg™* N G(Q)..
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Lemma
Sei X C X eine h, komponente. Dann ist die
natiirliche Abbildung

G(@+\XT x G(Ar) — G(Q)\X x G(Ar)

eine Bijektion.

Beweis.

surjektiv

Reelle Approximation: G zushgd. alg. Gp. = G(Q) C G(R) dicht
G(R) operiert transitiv auf X

injektiv
Stabilisator von X ist G(R). O
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Shimura-Varietaten

Definition
(G, X) Shimura-Datum. Die zugehdrige Shimura-Varietat ist das
inverse System

(Shk(G, X))k

zusammen mit der unten beschriebenen G(Af)-Operation, wobei
K C G(Af) offen, kompakt, (hinreichend klein).

G(Ar)-Operation
Fiir g € G(Af) haben wir
Shi(G,X) — Sh,-14,(G, X)
(xa) —  (x2)
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Zusammenhangskomponenten

Sei (G, X) ein Shimura-Datum, Z das Zentrum von G,
T = G/G9%" der groBte abelsche Quotient von G. Haben

Z—=G6—"2~T.

Definiere

pu|
)
I

im(Z(R) — T(R))
TQ! = T@QnT®R)

Beispiel
Ist G = Gly, soist v =det: GLy — T = Gy,
T(Q' = T(Q)* = Qxo.
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Theorem
Sei G¢' einfach zusammenhingend.
O Esgilt v(G(Q)+) € T(Q)".
@ Fiir hinreichend kleine K induziert die Abbildung

GQ\X x G(Af)/K =
G@\XF x G(Ar)/K — T(@NT(Ar)/v(K)
(x.g) — v(g)

eine Bijektion

mo(Shk(G,x)) = T(Q)N\T(Ar)/v(K)
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Lemma

Sei GY°" einfach zushgd., und sei t € T(Q). Es gilt t € T(Q)f
genau dann, wenn t zu einem Element von G(Q) liftet.

Beweis.
Mit dem Lemma

T@NT(Ar)/v(K) = 1(G(Q)+)\ T (Ar)/1(K).
Betrachte Faser iiber 1 von
GQ+\X" x G(Ar)/K — v(G(Q)+)\T(Ar)/v(K)
(x.8) — wvle)

Sehen: die Faser ist T\X ™, wobei I' das Bild von K N G(Q)+ in
(@) o
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Endlich viele Zusammenhangskomponenten

Satz
Ist T ein algebraischer Torus iiber Q, so ist T(Q)\ T (Af) kompakt.J

Korollar
Die Menge T(Q)"\ T(Ar)/v(K) ist endlich. J
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Beweis.
Fir T = G, haben wir

T(Ar)/T(Z) = A} /2" = D Q; /2 = P,
l l

die Gruppe der gebrochenen Ideale von Z. Also
Q\AF/Z¥ = Q(Q) =1,
und Q*\AJ ist als Quotient von Z kompakt.

Entsprechendes gilt fiir Zahlkérper F anstelle von Q: F*\AF ,
kompakt.

Da jeder Torus /Q iiber einem Zahlkérper spaltet, folgt die
Behauptung. O
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Shimura-Varietaten fiir Tori

Sei T/Q ein Torus.

Jeder Homomorphismus h: S — Ty definiert eine
Shimura-Varietit.

Shk (T, X) endl. Menge

Betrachtet man allgemeiner statt G(R)-Konjugationsklassen X
endliche Uberlagerungen von solchen, so kann man stets mo(Shk)
als null-dimensionale “gemischte Shimura-Varietit” auffassen.
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Ubergang zum proj. Limes

Der inverse Limes

Sh(G, X) = lim Sh (G, X)

Jm
K
existiert als Schema iiber C — dieses ist lokal noethersch und

regular, aber nicht von endlichem Typ.

Die Gruppe G(Af) operiert von rechts auf Sh(G, X), und fiir
K C G(Af) kompakt, offen, gilt

Shi(G, X) = Sh(G, X)/K.
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Beispiel: Modulkurven

Sei G = GLp, X =H* =C\R.

Die Shimura-Varietdt Shy(G, X) ist die Vereinigung der
Modulkurven ;\H, wobei die a; ein Vertretersystem fiir
GL2(Q)4+\GL2(Af)/K in GLy(Af) bilden, und

I = SLa(Q) N aKa; ™.
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Zusammenhangskomp. in diesem Fall

Die Abbildung
GLA(Q\H* x GLo(Af)/K =
GLo(Q)\GLa(A)/K - Koo 255 Q*\{£1} x A}/ det(K)
induziert
mo(Shk(GL2, HF)) = Qu0\A7 / det(K)
Beispiel

Sei K = ker GLo(Z) —> GL(Z/NZ). Dann ist
K N SLy(Q) = T(N).

Dann ist mo(Shk) = (Z/NZ)* = Gal(Q(¢w)/Q).
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Gruppe der symplektischen Ahnlichkeiten

k Kérper, char k # 2. Zu einem symplektischen k-VR (V%) sei
GSp(V,v) definiert durch

GSp(V. ¥)(R) = {& € GL(V)(R);
3c(g) € R*: Vu,v: (gu. gv) = c(g)u(u. v)}.

R eine k-Algebra. Definiere die symplektische Gruppe Sp(V/, 1))
durch

1—=Sp(V,¢) —= GSp(V,¢) G —1.

Es gilt GSp(V, )" = Sp(V,¢).
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Beispiele

Beispiel

Ist dim V = 2, so ist GSp(V, 1) = GL(V) 2 GLy, Sp(V, 1) = 5L2.J

Beispiel
2n —Ep
V = k*", 1) gegeben durch .
E,

Dann ist

GSpan(R) = {< é EB) ) ; Jc e R*: 'AC ='CA, 'BD ="'DB,

—tAD +'CB = cE,, —'BC +'DA = cE,}
C GlLay(R).
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Das Shimura-Datum zu einem symplektischen VR

Sei (V, %) ein symplektischer Q-VR, G = GSp(V/, ).

Ist J € GY"(R) eine komplexe Struktur auf V(R), so erhalte HS
hy: S — G C GL(V) vom Typ (—1,0), (0, —1) auf V.

Wir nennen J positiv (negativ), wenn t(u, Jv) positiv (negativ)
definit ist.

Sei X* (bzw. X~) die Menge der positiven (bzw. negativen)
kompl. Str. auf V(R), X = X(V,¢) = XT[[X".
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G(R) operiert auf X durch g - J := gJg~*.
Der Stabilisator von XT ist G(R)* = {g € G(R); c(g) > 0}.
Sp(R) operiert transitiv auf X+, und G(R) operiert transitiv auf X.

Mittels der Korrespondenz J — h; kénnen wir X identifizieren mit
einer G(IR)-Konjugationsklasse von Morphismen h: S — G.

Beh.: (G, X) ist ein Shimura-Datum.
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(G, X) ist Shimura-Datum

SV1 Fiir alle h € X ist Lie(Gg) vom Typ (—1,1),(0,0), (1, —1). )

Schreibe V+ = V-10, v— = \/0-1
End(V(C)) = (V+,VH)o (V5 Ve (V2 VHe (V7,V7)
Z/z 1

h(z) op. als 1 z/z

Die Lie-Algebra ist
LieGSp(V,v) = {f € End(V(C)); ¥(f(u),v) + ¥ (u,f(v)) =0}
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SV2 Die Involution inth(i) ist eine Cartan-Involution von
G,
h(i)? = —1 liegt im Zentrum von Sp(V/,)(R), und 3 ist eine

h(i)-Polarisierung.
SV3 G24 hat keinen iiber Q definierten Faktor H, so dass
H(R) kompakt ist.
GSp(V,w)ad ist einfach und GSp(V,1)24(R) ist nicht kompakt.
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Shk als Modulraum von Hodge-Strukturen

Sei .#j die Menge von Tripeln ((W, h), so,7K), wo
o (W, h) eine HS vom Typ (—1,0),(0,—1)
@ +sp eine Polarisierung von W

o 7K ein K-Orbit von Isom. V/(Af) = W(Af), der ¢ auf ein
Af-Vielfaches von sy abbildet.

Isomorphismen sind Isomorphismen
b: (W, h) = (W', K),

so dass

b(so) = csp, ¢ € Q% bon=n" mod K
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Ein Element ((W, h), so, 7)) entspricht einem symplektischen Q-VR
(W, sp) mit einer komplexen Struktur, die positiv oder negativ fiir
sp ist, und einer Bahn nK.

Insbesondere ist dim V = dim W, also existiert ein Isomorphismus
aw= v,
der sp auf ein Q*-Vielfaches von 1) abbildet.

Dann liegt
ah:=(z+ aoh(z)oat)
in X, und
V(Ae) > W(As) —2= V(A)

liegt in G(Af).
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Ist a': W — V ein anderer Isomorphismus, so existiert g € G(Q)
mit & = q o a. Ersetzt man a durch &, so wird (ah, a o) durch
(qgah, ga o n) ersetzt.
Erhalten so wohldefinierte Abbildung

S — G(Q\X x G(Ar)/K, (W,...)— (ah,aomn).
Satz

Diese Abbildung ist eine Bijektion

Hic = Shi(C)
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Abelsche Varietaten iiber C

Definition
Sei k ein Kérper. Eine abelsche Varietat ist ein
zusammenhangendes, glattes, eigentliches Gruppenschema iiber k.

Ist A eine abelsche Varietit iiber C, so hat A als komplexe Mf. die
Form C"/A, A C C" ein Gitter.
Es ist dann 71(A,0) = A, also

Hi(A,Z) =N, HYA,Z) = Hom(A,Z).
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Algebraisierbarkeit komplexer Tori

Frage: Welche komplexen Tori C"/A sind abelsche Varietiten,
d. h. sind algebraisierbar?

Theorem

Ein kpl. Torus C"/N ist genau dann algebraisierbar, wenn eine
Riemann-Form VU existiert, d. h. eine alternierende Form

V:AXN—1Z,

so dass Wg(Ju, Jv) = Wg(u, v) fiir alle u,v e N\@ R = C", und
W(u,Ju) >0 fiir u # 0.
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Theorem (Riemann)
Der Funktor
A Hi(A,Z)
ist eine Aquivalenz zwischen der
o Kategorie AV der abelschen Varietiten /C und der

o Kategorie der polarisierbaren ganzen HS vom Typ

(—1,0),(0,-1).

Sei AVg die Kategorie der ab. Var. iiber C bis auf Isogenie:
Objekte: Abelsche Varietiten /C,
Morphismen: HomAVu(A, B) = Homay (A, B) ®z Q.

Korollar
Der Funktor
A Hi(A Q)

ist eine Aquivalsnz zwischen AV und der Kategorie der
polarisierbaren rationalen HS vom Typ (—1,0), (0, —1).
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Sh als Modulraum abelscher Varietaten

Sei .4 die Menge von Tripeln (A, s,7K), wo
@ A eine abelsche Varietdt der Dimension g = %dim V iiber C
@ s eine Polarisierung von Hi(A, Q)
@ 7 ein Isomorphismus V/(Af) = Hi(A, Af), der 1 auf ein
Af-Vielfaches von s abbildet.
Dabei sind zwei Tripel (A, s,nK), (A',s’,nK) isomorph wenn eine
Isogenie A — A’ existiert, die s auf ein Q*-Vielfaches auf s’, und
nK auf 'K abbildet.
Satz

Die Menge Shi(G, X)(C) steht in natiirlicher Weise in Bijektion
zu Mk =.
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Quaternionenalgebren

Sei F ein Korper der Char. 0.

Definition

Eine Quaternionenalgebra iiber F ist eine F-Algebra B, so dass
o B ist zentral, d. h. das Zentrum von B ist F

@ B ist einfach, d. h. B hat keine nicht-trivialen zweiseitigen
Ideale

e dimgB =4

Beispiel
o M(F)
e F=R, B=H=Ra&Ri®Rj® Rk die Hamiltonschen
Quaternionen (i2 = j2 = k? = —1, ij = k = —ji)
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Quaternionenalgebren |l

Satz
B Divisionsalgebra <=> B % My(F) J

Konstruktion
Seien a, b € F. Dann ist
B=F&Fi®F®Fk
mit
i#=a,j2=b,ij=k=—ji

eine Quaternionenalgebra, und jede Quaternionenalgebra hat diese
Form.
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Quaternionenalgebren |11

Satz

Ist F algebraisch abgeschlossen, so ist jede Quaternionenalgebra
iiber F isomorph zu Ma(F).

Satz

Jede Quaternionenalgebra iiber R ist isomorph zu Mp(R) oder zu

il
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Shimura-Kurven

Sei B eine Quaternionendivisionsalgebra iiber Q mit

B ®g R = My(R).

Sei G die algebraische Gruppe iiber Q mit

G(R) = (B ®g R)* fiir R eine Q — Algebra.

Dann gilt Gg = GLa, also ist X := H* eine
G(R)-Konjugationsklasse von Homom. S — Gg.

(G, X) ist ein Shimura-Datum. Shyx (G, X) ist eine endliche
Vereinigung von kompakten Riemannschen Flachen. J
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Nicht-modulare Shimura-Kurven

F total reeller Zahlkérper, d = [F: Q] > 1.

B Quaternionenalgebra iiber F, die an genau einer unendlichen
Stelle zerfallt.

G/Q definiert durch G(R) = (B ®g R)*
h:S — Glyg C GLog X H* x -+ x H* = Gg

Erhalte Shimura-Datum (G, {h}).
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Der Gewichtshomomorphismus

Der Gewichtshomomorphismus eines Shimura-Datums (G, X) ist

wx: Gyn — S — Gg.

Hat Shk(G, X) eine natiirliche Interpretation als Modulraum (von
rationalen Hodge-Strukturen o. 4.), so ist wx definiert iiber Q.

Wie sehen daran, dass eine solche modulare Beschreibung fiir die
Shimura-Kurven im vorherigen Beispiel nicht existiert.

Ubersicht Adele Shimura-Var Siegel-Fall Allg. Sh.-Var.

Algebren mit Involution

k Korper. B k-Algebra, insbes. dimy B < oo.

Involution: *: B — B, k-linear, (ab)* = b*a*,

Lemma
Sei k alg. abgeschl., sei (B, =) eine halbeinfache k-Alg. mit
Involution. Dann ist (B, ) isomorph zu einem Produkt von Alg.
mit Inv. der folg. Typen:

A Ma(k) x Ma(k), (x,y)" = (*y,x),

C M,(k), x* =tx.

0 —-E
A .ty -1 —
BD My,(k), x* =J-tx-J7, J (E 0 )
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PEL-Datum

@ B halbeinfache Q-Algebra mit (positiver) Involution *

@ V #0 ein treuer endlich erzeugter Links-B-Modul

e : V x V — Q eine x-hermitesche nicht-ausgeartete
alternierende Paarung:

¥(bu,v) = P(u, bv)

Zugehdrige algebraische Gruppe iiber Q

G(Q) = {g€Autg(V); 3c(g) € Q: v(gu.gv) = c(g)¥(u.v)}
C GL(V)
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Sei hg: S — Gg, so dass V vom Typ (—1,0), (0, —1) ist, und die
Form 1(u, h(i)v) symmetrisch und positiv definit ist. Sei X die
G(R)-Konjugationsklasse von hg.

Lemma
Es ist (G, X) ein Shimura-Datum. J
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Satz
Sei K C G(Ar) kompakt, offen. Dann parametrisiert
Shk (G, X)(C) die Isomorphieklassen von Quadrupeln (A, i, X\,nK)
mit

o A eine abelsche Varietit /C bis auf Isogenie

e i: B— End(A), so dass

Tr(i(b), ToA) = Tr(b‘v(c)/FE v(c)) fiir alle b € B
'0

o ) eine homogene Polarisierung von A, die via i auf B die
Involution * induziert.

e 1K ist ein K-Orbit von B ® A¢-linearen Isomorphismen
7: V(Ar) — HY(A,Q) ® Ay,

der v auf ein A,X-Vie/faches von s abbildet,

so dass gilt ...
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... so dass gilt:

o Es ex. ein B-linearer Isom. a: Hi(A, Q) — V, der die von X
induzierte Form auf ein Q*-Vielfaches von 1) abbildet.

o Fiir die HS h auf Hy(A, Q) gilt: a—1ha ist konjugiert zu ho.
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Morphismen von Shimura-Varietaten

Definition
Seien (G, X), (G’, X’) Shimura-Daten.

@ Ein Morphismus (G, X) — (G, X’) von Shimura-Daten ist
ein Homomorphismus G — G’ algebraischer Gruppen, der X
nach X' abbildet.

@ Ein Morphismus Sh(G, X) — Sh(G’, X) von
Shimura-Varietaten ist ein inverses System von Morphismen
von Varietdten, das kompatibel mit der G(Af)-Operation ist.

Theorem

Ein Morphismus (G, X) — (G', X") von Shimura-Daten induziert
einen Morphismus Sh(G, X) — Sh(G’, X") von
Shimura-Varietiten. Ist der Homom. G — G’ injektiv, so ist
dieser eine abgeschlossene Immersion.
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Shimura-Varietdten vom Hodge-Typ

Definition

Eine Shimura-Varietit Sh(G, X) heiBt Shimura-Varietdt vom
Hodge-Typ, falls ein symplektischer VR (V/, 1)) iiber Q und ein
injektiver Homomorphismus p: G — GSp(V/, 1)) existieren, der X
nach X(1) abbildet.

Shimura-Varietiten vom Hodge-Typ sind Modulrdume von
Hodge-Strukturen.
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Sei Sh(G, X) eine Shimura-Varietdt vom Hodge-Typ,
G — GSp(V, ).

Lemma
Es existieren lineare Abbildungen t; : V&" — Q, i=1,...,n, so
dass G die Untergruppe von GSp(V/, 1)) ist, die alle t; fixiert.

Satz
Die Menge Shk(G, X)(C) parametrisiert die Isomorphieklassen von
Tupeln (W, h, (si)i,nK), wobei

o (W, h) eine HS vom Typ (—1,0),(0,—1)

e +tsq eine Polarisierung von W

@ 51,...,5,: W& — Q lin. Abb.

o nK ein K-Orbit von Isom. V/(Af) — W(A¢), der 1 auf ein

A?»Vielfaches von sy, und fiir i = 1,...,n, t; auf s; abbildet.
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Ubersicht

@ Sh.-Var. vom PEL-Typ C

@ Sh.-Var. vom Hodge-Typ C

@ Sh.-Var. vom abelschen Typ C
@ Sh.-Var.
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