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Aufgabe 21

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Als Verallgemeinerung des projek-
tiven Raums konstruieren wir die Grassmann-Varietät. Seien 0 < r < n ganze
Zahlen. Sei e1, . . . , en die Standard-Basis von kn. Als Menge sei

Grassr,n(k) = {U ⊂ kn;U Untervektorraum der Dimension r}.

Für 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n sei

Ui1...ir = {U ∈ Grassr,n(k); U ∩ 〈ei; i 6∈ {i1, . . . , ir}〉 = 0}.

Mit anderen Worten: in Ui1...ir sind genau diejenigen Untervektorräume ent-
halten, die eine Basis der Form (ai1)i, . . . , (air)i ∈ kn mit aiνj = δνj besitzen
(man fasse die Basisvektoren als Spalten einer (n × r)-Matrix A = (aij) auf).
Die r(n− r) Einträge aij mit i 6∈ {i1, . . . , ir} sind durch U eindeutig bestimmt,
und wir erhalten so eine Bijektion Ui1...ir

∼= Ar(n−r)(k), mittels derer wir Ui1...ir

als Prävarietät auffassen.

a) Zeige, dass für Tupel 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n der
Durchschnitt Ui1...ir ∩Uj1...jr offen in Ui1...ir ist.

b) Seien 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n, und sei V :=
Ui1...ir ∩ Uj1...jr , aufgefasst als offene Unterprävarietät von Ui1...ir . Zeige, dass
die Inklusion V → Uj1...jr ein Morphismus von Prävarietäten ist.

c) Folgere, dass Grassr,n(k) in eindeutiger Weise mit der Struktur einer Präva-
rietät versehen werden kann, für die alle Ui1...ir offene Unterprävarietäten sind.
Diese Prävarietät heißt Grassmann-Varietät oder Grassmannsche.

Aufgabe 22

a) Sei A ein Ring, S ⊆ A eine multiplikative Teilmenge, und sei ϕ : A −→
S−1A der kanonische Homomorphismus. Zeige, dass die zu ϕ assoziierte Abbil-
dung f : Spec S−1A −→ Spec A, P 7→ ϕ−1(P), einen Homöomorphismus von
Spec S−1A auf die Teilmenge D(S) := {p ∈ Spec A; p ∩ S = ∅} von Spec A
induziert. Gib ein Beispiel an, in dem D(S) nicht offen ist.

Sei nun ϕ : A −→ B ein Ringhomomorphismus und sei f : Spec B −→ Spec A
die zugehörige Abbildung.

b) Sei b ⊆ B ein Ideal. Zeige: f(V (b)) = V (ϕ−1(b)).



c) Sei ϕ surjektiv. Zeige, dass f einen Homöomorphismus von Spec B auf
V (ker ϕ) induziert.

d) Zeige, dass das Bild von f genau dann dicht in Spec A ist, wenn jedes Element
aus kerϕ nilpotent ist.

Aufgabe 23

Sei X ein topologischer Raum, und sei ϕ : F −→ G ein Morphismus von Garben
abelscher Gruppen auf X.

a) Zeige, dass die Zuordnung U 7→ im(F(U) −→ G(U)), U ⊆ X offen, in
natürlicher Weise eine Prägarbe definiert.

Wir betrachten nun den topologischen Raum C mit der analytischen Topologie.
Sei O die Garbe abelscher Gruppen mit

O(U) = {f : U −→ C; f holomorph}, U ⊆ C offen.

Sei O× die Garbe abelscher Gruppen (bzgl. der Multiplikation) mit

O×(U) = {f : U −→ C; f holomorph, f(u) 6= 0 für alle u ∈ U}, U ⊆ C offen.

Wir bezeichnen mit exp: C −→ C die Exponentialabbildung.

b) Zeige, dass die folgende Vorschrift einen Morphismus von Garben abelscher
Gruppen definiert (U ⊆ C offen):

O(U) −→ O×(U), f 7→ exp ◦f.

Wir bezeichnen diesen Morphismus wieder mit exp: O −→ O×.

c) Zeige, dass für alle z ∈ C die auf den Halmen induzierte Abbildung surjektiv
ist. Gib eine offene Teilmenge U ⊆ C an, so dass die Abbildung O(U) −→
O×(U) nicht surjektiv ist. Folgere, dass die in b) definierte Bild-Prägarbe im
Fall des Morphismus exp keine Garbe ist.

Aufgabe 24

Sei X ein topologischer Raum und sei ϕ : F −→ G ein Morphismus von Gar-
ben auf X. Zeige: Der Morphismus ϕ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
für alle x ∈ X die auf den Halmen induzierte Abbildung ϕx : Fx −→ Gx ein
Isomorphismus ist.


